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Kapitel 1Kontinuumsmechanik1.1 Einf�uhrungIn der Klassischen Mechanik galt immer :md~vdt =Xi ~FiNun betrachtet man eine kontinuierliche Massendichte �(~x; t) mit einem Ge-schwindigkeitsfeld ~v = ~v(~x; t). Damit hat man�V �d~vdt = Xi �~Fi�d~vdt = Xi �~Fi�V= Xi ~biwobei ~bi dann die Kraftdichten sind. Auch die Ableitungen m�ussen n�aher be-trachtet werden: ddt~v = ddt~v(~x; t)= 3Xi=1 dxidt @@xi~v + @~v@tUm Schreibarbeit zu sparen und um die Formeln nicht un�ubersichtlich zu ma-chen, wird im Folgenden die Einsteinsche Summenkonvention verwendet.ddt~v = vi @@xi~v + @~v@t= (~v � r)~v(~x; t) + @~v@t3



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 4Man nennt dies auch die substantielle Ableitung. Fa�t man alles bisherige zu-sammen, hat man: ���~v � ~r�~v(~x; t) + @~v@t� =Xi ~bi(~x; t)Weiterhin braucht man noch die ~b`s, wobei hier generell zwei Sorten von Kraft-dichten zu betrachten sind:� �au�ere Kraftdichten: Gravitation . . .� innere Kraftdichten: Wechselwirkung der Partikel untereinander, die durchden sogenannten Spannungstensor T = (Tij)1�i;j�3 beschrieben werdenBeispiel: innere Kraft in x-RichtungFx = Txx(xmax)�y�z � Txx(xmin)�y�z+ Txy(ymax)�x�z �Txy(ymin)�x�z+ Txz(zmax)�x�y �Txz(zmin)�x�y) Fx = ZZ 0@ TxxTxyTxz 1A � d~f Gau�= Z Z Z dV div ~Tx) innere Kraftdichte (binnere)$ TDie Bewegungsgleichung lautet nun���~v � ~r�~v(~x; t) + @~v@t� = ~b(~x; t) + divT (1.1)Wobei divT � ~eidiv ~Ti ist.Die Gleichung ��@vidt + vj@jvi� = bi + @jTijzusammen mit der Kontinuit�atsgleichungd�dt + div (�~v) = 0 bzw. d�dt + @j(�vj) = 0 (1.2)bilden die Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik. Der SpannungstensorT der vom Material abh�angt, ist symmetrisch und wird durch die Zustandsglei-chungen des Materials festgelegt. Weitere Di�erentialgleichungen, z.B. f�ur dieinnere Energie und Entropie, sind vorzugeben (s. Thermodynamik).



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 5Direkt aus den Grundgleichungen ergeben sich die beiden folgenden S�atze. Siebeschreiben die zeitliche Entwicklung der Impuls- und Energiedichte in einemvorgegebenem Kontrollvolumen.Satz 1.1 F�ur alle ortsfesten Kontrollvolumina R gilt:ddtZ Z Z R�~vdV = Z Z Z R~b dV � ZZ @R� d~fmit �~v = Impulsdichteund �ij := �Tij + �vivj (Tensor der Impulsstromdichte).Die Behauptung ist nach Anwendung des Gau�schen Satzes �aquivalent zu:@@t (�~v) = ~b� div�= ~b+ div T� 00div (�vivj)00@@t (�vi) = bi � @jTij � @j(�vivj)Womit die oben genannte Bewegungsgleichung folgt.Satz 1.2 F�ur alle ortsfesten Kontrollvolumina gilt:ddtZ Z Z R 12�~v2d3x = � ZZ @R��12�~v2� � ~v � T~v�d~f+ Z Z Z R~b � ~v d3x� Z Z Z RSp (TD) d3xwobei D der symmetrische Anteil von (@ixj)1�i;j�3 = 12 (@ivj � @jvi)ij ist.Beweis: Kontinuit�atsgleichung:div (�~v) + @�@t = 0) ddtZ Z Z R�d3x = �ZZ @R(�~v)d~f@@t �12�~v2� = 12 @�@t ~v2 + �~v @~v@t= �12~v2div (�~v) + �~v � _~v � (�~v)((~v~r)~v)wobei _~v = @~v@t + (~v � ~r)~v. Betrachte nundiv ��12�~v2�~v�div (~ju) = udiv~j +~j~rumit ~j = �~v und u = 12~v2 .) div ��12�~v2�~v� = 12v2div (�~v) + �~v � ~r�12v2�



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 6Nun ist ~r(~a �~b) = (~a � ~r)~b+ (~b � ~r)~a + ~a� rot~b+ ~v � rot ~aDamit folgt ~r�12~v2� = (~v � ~r)~vbzw. @@t �12�~v2� = �div ��12�~v2�~v�+ �~v � _~vEs bleibt noch �~v � _~v = ~b � ~v + ~v � divT. Was ist nun div (T � ~v)?div (T � ~v) = @i(Tijvj)= (@iTij)vij + Tij@vj= ~v � divT +Tij 12(@ivj + @jvi)| {z }�DijM = 12(M +Mt)| {z }symm:Anteil + 12(M�Mt)| {z }antisymm:AnteilT �M = Xij TijMji= Xij Tij �12(M +Mt)�) TijDji = Sp (T �D)) �~v � _~v = ~b � ~v + div (T � ~v)� Sp (D �T) q.e.d.1.2 Hydrodynamik, reibungsfreie Str�omungenReibungsfreie Str�omung hei�t: Alle Rechnungen ohne Viskosit�at. Also betrach-ten wir jetzt Fl�ussigkeiten, Gase, nicht aber Honig! Der Spannungstensor istjetzt T = �p(~x; t)1Die innere Kraftdichte ist damit(divT)j � @iTij = @iTji = @i�ij(�p) = �@jpdivT = �~rpDamit hat die Bewegungsgleichung die Form� _~v = ~b� ~rp(Die Kontinuit�atsgleichung 1.2 mu� nat�urlich auch f�ur jedes System erfllt wer-den.)



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 71.2.1 Inkompressible Fl�ussigkeitenF�ur inkompressible Fl�ussigkeiten ist�(~x; t) = �0 (z:B:Wasser)Daraus folgt eine Entkoppelung der Gleichungen. Es ist nun nur noch v(~x; t)unbekannt!Kontinuit�atsgleichung: div (�~v) = �@�@t ) div ~v = 0In Worten: Das Geschwindigkeitsfeld ist quellen- und senkenfrei.Bewegungsgleichung: �0�@v@t + (~v ~r)~v� = �~rp+~b) @~v@t + (~v � ~r~v) = �~r� p�0�+ 1�0~bNimmt man konservative Kr�afte an, wie z.B. ein Schwerefeld:~b = �GMr2 ~er�0= �grad ��GMr �0�= ��0~r�g�g ist hier das Gravitationspotential. Die allgemeine Form f�ur konservative Vo-lumenkr�afte ist: ~b = ��o ~r�@~v@t + �~v � ~r�~v = �~r� p�0 + ��f�ur ideale Fl�ussigkeitenhAnders bei elastische Fluide: p = �(�) z:B:= A�  < 1 antrope Gasei



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 81.2.2 Inkompressible Fl�ussigkeiten, station�ar, wirbelfreiWobei� station�ar: @~v@t = 0� wirbelfrei: rot ~v = 0Satz 1.3 (Bernoulli) Station�are, wirbelfreie Str�omungen idealer Fl�ussigkei-ten unter konservativen Volumenkr�aften werden vollst�andig durch die folgendenGleichungen beschrieben:� div ~v = 0 (( Kontinuit�atsgleichung)� rot ~v = 0 (Voraussetzung)� 12~v2 + p�0 +� = const: unabh�angig vom Ort (Energiesatz)Beweis: Betrachte ~r�12~v2� = �~v � ~r�~v + ~v � rot ~vwobei nach Voraussetzung rot ~v = 0 ist. Damit wird aus der Bewegungs-gleichung (mit @@t~v = 0)�~v � ~r�~v = �~r� p�0 + �� = ~r�12v2�) ~r� p�0 +� + 12v2� = 0) p�0 + �+ 12v2 = constOder anders:Wirbel (rot ~v 6= 0) , Verletzung der EnergieerhaltungFolgerung: Sei z.B. ~v = 0) � = gz ) p�0 = const � gz) p0�0 + gkzk = p�0) p(z) = p0 + �0gkzkMan nennt 12�0v2 den Staudruck.Setzt man ~v = � v1(x1; x2)v2(x1; x2) �F�ur eine ebene Str�omung gilt dann:



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 9� div ~v = 0 ) @@x1 v1 + @@x2 v2 = 0� rot ~v = 0 ) @@x2 v1 � @@x1 v2 = 0� 12 �v21 + v22� + p(x1;x2)�0 + � = const: (Energiesatz)Es ist also @2v1@x21 = @@x1 @v1@x1 = � @2v2@x1@x2 = � @@x2 @v2@x1 = �@2v2@x22und damit � @2@x21 + @2@x21� v1(x1; x2) = 0) �2v1 = 0 und ebenso �2v2 = 0Hierbei soll �2 der Laplace-Operator in 2 Dimensionen sein. Jede analytischeFunktion g(z) = v1(x1; x2)+iv2(x1; x2) ist eine L�osung der Bernoulli-Gleichung.Bernoulli-Gleichungf�ur ebene Str�omungen , Cauchy-Riemannsche-Di�erentialgleichung1.3 Elastische Fluide, Reibungsfreie und Kom-pressibelKeine Reibung bedeutet (s.o.): divT = �~rpT = �p(~x; t)1Man nimmt nun p(~x; t) = �(�(~x; t))� �0 = d�dt > 0 , � > 0�1.3.1 GrundgleichungenEs gelten wieder die Gleichungen� _~v = �~rp� �~r� ; @�@t + div (�~v) = 0Um die linke der beiden Gleichungen zu vereinfachen, f�uhrt man eine kompliziertscheinende Variablentransformation durch:Druck (p) ; Enthalpie (W )



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 10W (~x; t) ist hierbei W (~x; t) = Z ��0 �0(~�)~� d~��z:B: : � = A� ) W = Z ��0 A~��2 d~� = A � 1��1 + const�Der Zusammenhang mit dem Druckmu� noch hergestellt werden:~rp = �0(�(~x; t))~r�(~x; t)~rW = ~r�� @@�W� = �~r�� �0(�)� ) )~rW = 1� ~rpEinsetzen in die Bewegungsgleichung ergibt dann_~v = �~rW � ~r� = �~r(W +�)@�@t + div (�~v) = 0) Besser mit Enthalpie als mit Druck rechnen!Satz 1.4 Station�are wirbelfreie Str�omungen elastischer Fluide unter konserva-tiven Volumenkr�aften werden vollst�andig beschrieben durch:@�@t = 0 ; div (�~v) = 0 ; rot ~v = 0 und12 (~v(~x))2 + �(~x) +W (~x) = const:1.3.2 Wellenph�anomene(Im Folgenden keine Volumenkr�afte)Zur Vereinfachung sei �(�) := �0(�)� . Aus den (Zwischen-) Ergebnissen des Ka-pitels Grundgleichungen erh�alt man_~v = @~v@t + �~v � ~r�~v = �~rW = : : : = ��(�)~r�Das �ubliche Vorgenen bei Wellen ist:� Ausgangsl�osung: (�0; ~v0 � 0)� Linearisierung um diese Situation:�(~x; t) = �0 +��(~x; t)



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 11Voraussetzung ist nat�urlich eine ,,kleine" Auslenkung:Es sei 0 < � � 1 mit einer vorgegebenen Konstante �. Dann soll gelten:j � � �0 j ; j ~r� j ; j ~v j ; j ~r~v j � O(�)) @~v@t +O(�2) = ��(�0 +��) ~r(�0 +��)Taylor= (��(�0)� �0(�0)��+ : : :) ~r(�0 +��)Nur lineare Glieder in � werden ber�ucksichtigt:@~v@t + �(�0)~r� = 0 ����div (: : :)) div �@~v@t�+ �(�0) div grad| {z }� � = 0Kontinuit�atsgleichung:@�@t + �0 div ~v = 0 ���� @@t (: : :)@2�@t2 � �0 div �@~v@t�| {z }einsetzen = 0) @2�@t2 � �0 �(�0) �� = 0bzw.: ��(~x; t)� 1�0�(�0) @2�(~x; t)@t2 = 0Das ist eine Wellengleichung mit der Ausbreitungsgeschwindigkeitcs =p �0�(�0) =p�0(�0)Hier nennt man cs die Schallgeschwindigkeit.v < cs $ subsonischer Bereichv > cs $ supersonischer BereichMan nennt das Verh�altnis v=cs die Machzahl. Achtung: Die hier gemachte N�ahe-rung bricht f�ur Schockwellen zusammen. Inkompressibel bedeutet: Machzahl �1 bzw. < 0:05.



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 121.4 Potentialstr�omungenVoraussetzung:� Station�are Str�omung @@t2 = 0� Wirbelfreiheit rot ~v = 0rot ~v = 0 ) 9 Potentialfunktion u(~x; t) mit v(~x; t) = ~ru(~x; t)1.4.1 Inkompressible Fl�ussigkeiten� = �0 : Kontinuti�atsgleichung ) div ~v = 0bzw. 0 = div ~v = �uLaplace-Gleichung ( = Potentialgleichung ):�u = 0Randbedingungen z.B.:
Normalenvektor! am Rand ist ~v tangential: ~n � ~v = 0) ~n � ~ru = 0oder @u@n = 0) von Neumann-Randbedingungen(Wertvorgabe auf dem Rand ) Dirichletsche Randbedingungen)



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 131.4.2 Elastische Fluide (Kompressible Fluide)p = A�Ziel: Kontinuit�atsgleichung formulieren 0 = div (� grad u)Enthalpie: W = A  � 1��1 +K(hier: K = 0) ohne Volumenkr�afte gilt (Energiesatz):12 �~ru�2 + A  � 1��1 = C� = ��C � 12 �~ru�2� 1�1 mit � = �A  � 1�� 1�1) div  �C � 12 �~ru�2� 1�1 ~ru! = 0Das ist eine h�a�liche Gleichung, da sie� elliptisch (f�ur (~ru)2 klein)� parabolisch� hyperbolisch (f�ur (~ru)2 gro�)sein kann!1.5 Viskose Str�omungen( klebrige Str�omungen, innere Reibung )Spannungstensor: T = �p(~x; t)1+ TvisWas ist Tvis ? Ansatz: T � � @vi@xj�ij ( mu� empirisch gefunden werden )D = 12 � @vi@xj + @vj@xi�D ist symmetrisch und hat 6 unabh�angige Bestimmungsst�ucke.SpD = div ~v



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 14Spurlos: �D� 13(SpD)1� =MAnsatz: Tvis = �1�D� 13(SpD)1�+ �2(SpD)1Literatur: Tvis = 2� spurlos, symmetrischz }| {�D� 13(SpD)1� +�(SpD)1= 2�D+ (div ~v)�� � 23��11.6 Navier-Stokes-Gleichungensind partielle Di�erentialgleichungen, welche viskose Str�omungen beschreiben.Ausgangspunkt sind die Bewegungsgleichungen� _~v = ~b+ divTund die Kontinuit�atsgleichung @�@t + div (�~v) = 0Hier ist nun T = �p 1+Tvis = �p 1+ 2�D+ �(div ~v) 1Zur Bestimmung der Bewegungsgleichung mu� nun in einer ZwischenrechnungdivT ermittelt werden:� divD = ? (divD)i = @jDij= 12@j � @vi@xj + @vj@xi�= 12 � @@xj @@xj vi + @@xi (@jvj)�= 12 ��vi + @@xi div ~v�) 2 divD = �~v + ~r(div ~v)� div (div ~v) = ? (div ((div ~v)1))i = @@xj ((@kvk) �ij)= @@xi (div ~v)) div ((div ~v)1) = ~r (div ~v)



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 15Damit hat man:div Tvis = ���~v + ~r (div ~v)�+ �~r (div ~v)= ��~v + (� + �) ~r (div ~v)Einsetzen in die Bewegungsgleichung 1.1 + Kontinuit�atsgleichung 1.2� _~v = ��@~v@t + �~v � ~r�~v� = �~rp+ ��~v + (�+ �) ~r (div ~v) +~b@�@t + div (�~v) = 0Navier-Stokes-Gleichungeninkompressibler Fall (� = �0):) @�@t = 0 ) div (�~v) = 0 ) div ~v = 0, Quellen-/ Senkenfreiheit) @~v@t + �~v � ~r�~v = �~r�1�p�| {z }��p + ��|{z}�� �~v + 1�~bwobei � die kinematische Z�ahigkeit ist.Dimensionslose Form:� charakteristische L�ange: l0� charakteristische Geschwindigkeit: v0� charakteristische Zeit des Problems: �0 = l0v0e~v � 1v0~v ; e~x � 1x0~x ; et � 1�0 tv0�0 @e~v@et + v20l0 �~v0 � e~r�e~v = � 1l0 e~r�p+ �v0l20 e�e~v �+ 1�0~b�) @e~v@et +�e~v � e~r�e~v = �e~r� p�0v20�+ �l0v0|{z}dimensionslos e�e~vR = l0v0�



KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANIK 16Reynold-ZahlL�osung h�angt nur von R ab, nicht von den tats�achlichen Ausma�en.) �AhnlicheL�osungen (Str�omungen), wenn R1 = R2.Stokes-Gleichung: @~v@t = ��~v � ~r� p�0�(wurde vorher aufgestellt) gilt f�ur langsame Str�omungen inkompressiblerFl�ussigkeiten.! Nur f�ur sehr z�ahe Fl�ussigkeiten anwendbar.$ R sehr klein $ � gro�( R!1 ) ideales Fluid )



Kapitel 2Magnetohydrodynamik(MHD)2.1 GrundgleichungenWir gehen von einem dichten, nicht relativistischen Plasma aus, das langsamin Raum und Zeit ver�anderlich ist.,,dicht" b= Viele St�o�e pro Gyrationsumlauf.Gr�o�en: Massendichte �m(~x; t)Geschwindigkeit ~v(~x; t)Druck p(~x; t) MaterieRaumladungsdichte �(~x; t)(Fl�achen-) Stromdichte ~j(~x; t)elektrisches Feld ~E(~x; t)magnetisches Feld ~B(~x; t) FelderMaxwell-Gleichungen: 17



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 18rot ~E = �@ ~B@tdiv ~B = 0 div ~E = 1"0 �rot ~B = �0~j + 1c2 @ ~E@t(wobei " = 1 und � = 1 sind)Rest analog zur Hydrodynamik:@�m@t + div (�m~v) = 0�m _~v = �m �@~v@t + �~v � ~r�~v� = �~rp+ �~E +~j � ~B + �m~gZustandsgleichungen:p = p(�m; T ) �ideales Gas ) p = nkT = �mm kT�Ohmsches Gesetz (empirisch):~j0 = � ~E0 (Ruhesystem der Materie)Transformation in das Ortssystem mit � = vc � 1:) ~j0 = ~j � �~v = � �~E + ~v � ~B�MHD-N�aherungen:� Vernachl�assigung des Verschiebungsstroms: ~C = ~j + _~Dprimitive Begr�undung:1c2 _ErotB � Ec2�0B l0 � EcB l0c�0 � EcB v0c � 1� lasse �~E in der Bewegungsgleichung weg, denn�Ej ~j � ~B j = �EjB = "0E2l0B2 �0 = � EcB�2 � 1) nichtlineare Driftgeschwindigkeiten� �vj � 1



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 19Damit sind die Grundgleichungen der MHD:rot ~E = �@ ~B@tdiv ~B = 0rot ~B = �0~jdiv ~E = �"0@�m@t + div (�m~v) = 0�m �@~v@t + �~v � ~r�~v� = �~rp+~j � ~B + �m~gp = p(�m)~j = � �~E + ~v � ~B�(in sich selbst konsistent, sehr kompliziert)2.2 MagnetokinematikNun sei ~v = ~v(~r; t) vorgegeben. Damit kann man den materiellen Teil der Grund-gleichungen vergessen und es bleiben die Maxwell-Gleichungen und das OhmscheGesetz zu l�osen. Gesucht sind ~E , ~B und ~j.Wir eliminieren ~E und ~j uns suchen ~B .~j = 1�0 rot ~B~E = ~j� � ~v � ~B= 1�0� rot ~B � ~v � ~B) rot E = � _~B= 1�0� rot rot ~B � rot �~v � ~B�wenn � r�aumlich konstant ist! Nun istrot rot = grad div ��und div ~B = 0



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 20Damit folgt: _~B � 1�0�� ~B = rot �~v � ~B�Folgerungen:2.2.1 Magnetische Flu�erhaltungentspricht dem Grenzfall unendlich hoher Leitf�ahigkeit.� �!1 : (wenig St�o�e) _~B = rot �~v � ~B�� �!1 impliziert : h ~E + ~v � ~B (Ohm) iBehauptung:Flu� durch eine mit der Materie mitbewegten Fl�ache ist konstant.
df

df

ds

t

t+dt

F(t)

F(t+dt)

Magnetischer Flu�: �m(t) = Z ZF (t) ~B � d~f) d�m = �m(t+ dt)��m(t)



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 21= Z ZF (t+dt) ~B(t+ dt) � d~f � Z ZF (t) ~B(t) � d~f= Z ZF (t+dt) ~B(t) � d~f + Z ZF (t) @ ~B@t dt � d~f � Z ZF (t) ~B(t) � d~fwenn man in dt linearisiert.Gau�scher Satz:ZZ ~B � d~f = Z Z Z div ~B| {z }=0 d� = 0= Z ZF (t+dt) ~B(t + dt) � d~f � Z ZF (t) ~B(t) � d~f + Z ZRand ~B � (d~s � ~v dt)) d�m = � Z ZRand ~B � (d~s� ~v dt) + Z ZF (t) @ ~B@t dt � d~f= 24Z ZBoden @ ~B@t � d~f � IBoden �~v � ~B� d~s35 dtSpatprodukt: (d~s� ~v) � ~B = d~s � �~v � ~B�Stokescher Satz: I@F �~v � ~B� � ~ds = ZZF rot �~v � ~B� � ~df) d�m = dt Z ZF (t)  @ ~B@t � rot �~v � ~B�! ~df) @�m@t = 0Wichtig ist die Flu�erhaltung zum Beispiel beim Gravitationskollaps vonSternen. Hohe Ionisationsgrade ) � gro� ) �m eingeforen.Beispiel: Stern mit 1 Gau�Wei�er Zwerg RR� � 100 ) B � 104B� � 10 kGau�Neutronenstern R � 10km � 10�5R� ) B � 1010B� � 1010 kGau�



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 222.2.2 Dissipation von Magnetfeldern_~B � 1�0�� ~B = rot �~v � ~B�Spezialannahme: ~v = 0� = endlich) _~B � 1�0�� ~B = 0Einfache Geometrie: ~B = (0; 0; B(x; t)) )@B@t = 1�0� @2B@x2Das ist eine parabolische Di�erentialgleichung. Elliptische Di�erentialgleichun-gen, wie z.B. Wellengleichungen sind wesentlich einfacher zu l�osen.Fourier-Zerlegung: B(x; t) = 1Z�1 ~B(k; t) eikx dkmit k = 2��. . .) @ ~B(k; t)@t = �k2 1�0� ~B(k; t)) ~B(k; t) = ~B(k; 0) e� k2�0� tAnfangsbedingungen: B = B0 x � 0t=0 B = 0 x > 0~B(k; 0) = 12� 1Z�1 B(x; 0) e�ikx dx= lim"&00@B02� 0Z�1 e�ikx+"x dx1A= lim"&0 B02� � eikx e"x�ikx + "�0�1!= liml!1� lim"&0�B02� � 1�ikx + " � eikl e"l�ikx + "���= lim"&0�B02� 1(�i)(k + i")�= lim"&0�B02� ik + i"�



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 23) B(x; t) = iB02� 1Z�1 eikx 1k + i" e� k2�0� t dkquadr:Erg:= iB02� e�i�0�2t x2 1Z�1 e� t�0� k02�Cz }| {�k � ix�0�2t �2 1k + i" dk= B02� e�i�0�2t x ;;100Z;;�100 e� t�0� k02 1k0 + i" + ix�0�2t dk0Das letzte Integral ist funktionentheoretisch auszuwerten da es in derGau�schen-Ebene eine Parallele zur x-Achse beschreibt. W�ahlt man einen ge-schlossenen Weg, bestehend aus diesem Integrationsweg, der x-Achse und zweiRandst�ucken, so kann man das Integral anhand des Cauchyschen Integralsatzesauf ein Integral entlang der x-Achse zur�uckf�uhren. Es bleibt noch zu kl�aren, obdie um " neben dem Integrationsweg liegenden Pole innerhalb oder au�erhalbdes geschlossenen Weges liegen.
Im

Re

x<0

k-Integration

x>0 X

X
Pol

k’-Integration

k’-IntegrationF�ur x > 0 liegt der Pol au�erhalb des Weges:1Z�1k0�IR e� k02�0� t 1k0 + ix�0�2t dk0 = 1Z�1 e� k02�0� t �k0 � ix�0�2t �k02 � �x�0�2t �2 dk0= �ix�0�2t 1Z�1 e� k02�0� tk02 � �x�0�2t �2 dk0



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 24Man de�niert nun 1Z�1 e�a2k2k2 + b2 dk = erfc (ab)�b ea2b2f�ur die error-function. )B(x; t) = B02 erfc �r�0�4t x�F�ur x < 0 liegt der Pol innerhalb des Weges, und es kommt noch das entspre-chende Residuum hinzu:B(x; t) = B0 � B02 erfc �r�0�4t jxj�= B02 erfc �r�0�4t x�
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

-10 -5 0 5 10

Zeitentwicklung eines Magnetweldes

Das Magnetfeld diffundiert

in das Plasma hinein

t -> 0

t > 0

erf_t1(x)
erf_t2(x)
erf_t3(x)
erf_t4(x)

Es gibt noch einen anderen L�osungsweg, der aber bei weitem nicht so allgemeinist. Setzt man � =r�0�4t x / xptund B = B(�) ; B0 = dBd�dann ist @B@t = @B@� @�@t



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 25= B0 �12r 1t3r�0�4t x!= � 12t �B01�0� @2B@x2 = 1�0� @@x �@�@t @B@� �= 1�0� �0�4t B00) � 12t �B0 = 14tB00) B00 = �2�B0) B00B0 = �2�) dd� lnB0 = �2�) B0 = C1e��2) B(�) = �Za C1e��02 d�0 = C2 + C3 erfc (�)Nun m�ussen die Konstanten noch mit den Anfangsbedingungen bestimmt wer-den. B(x; t) = B02 erfc �r�0�4t x�Typische Abfallzeit: t = �0�x2� =r�0�4t x = 12erfc �12� � 0:48 � 0:5) B = 0:24B0mit c2 = 1"0�0) t = �c2"0x2Leitf�ahigkeit: �el = ne2�cm



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 26wobei �c die Sto�zeit ist. Abklingzeit[sec] [a]Sterninneres � 1017 � 1010Fusionsplasma � 102interstellarer Raum � 1028 � 10212.2.3 EnergiesatzOhmsches Gesetz: ~j = � �~E + ~v � ~B�) ~j2� = ~j � ~E +~j � �~v � ~B�= 1�0 �rot ~B� � ~E +~j � �~v � ~B�mit div (~E � ~B) = ~B � rot ~E � ~E � rot ~B folgt:~j2� = � 1�0 �~E � ~B�+ 1�0 ~B � rot ~E +~j � �~v � ~B�F�ur ~E� ~H hatte man in der Elektrodynamik den Poynting-Vektor ~S eingef�uhrt.Weiterhin ist rot ~E = � _~B , womit folgt:~j2� + div ~S + ~v � �~j � ~B� = � 1�0 ~B � _~B~j2� + div ~S + ~v � �~j � ~B� = � @@t � 12�0 ~B2�Dabei sind� die Ohmschen Verluste ~j2�� Poynting-Flu� div ~S



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 27� an der Materie geleistete Arbeit~v � �~j � ~B�� magnetische Flu�dichte 12�0 ~B2Energiebilanz im Beispiel einer Magnetfeld-Dissipation:Die rechte Seite der Gleichung ist:ddt ZV 12�0 ~B2 dV beifestemV= ZV 1�0 _~B � ~B dVwobei nach der Di�usionsgleichung _~B = 1�0�� ~B, wenn ~v = 0 ist. Nebenrech-nung: Xi ~r�Bi~rBi� =Xi �~rBi�2 + Bi�Bi)ddt ZV 12�0 ~B2 dV = ZV 1�0 Xi div �Bi~rBi� dV � ZV 1�0 Xi �~rBi�2 dV= 1�0 Xi ZZ @V �Bi~rBi� df| {z }= 0@V !1 � ZV 1�0 Xi �~rBi�2 dV< 0) magnetische Feldenergie nimmt tats�achlich ab!! ,,Dissipation"! ~j2� + div ~S > 02.2.4 Magnetischer DruckKraftdichtegleichung:�m @~v@t + �m �~v � ~r�~v = �~rp+ �m~g +~j � ~BHydrodynamik: Kraftdichte = div ( Tensor )~rp �! ~r0@ p 0 00 p 00 0 p 1A



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 28Mit ~j = 1�0 rot ~B braucht man�rot ~B � ~B�i = "ijk �rot ~B�j| {z }="jlm @@xlBm Bk= "ijk"jlm � @@xlBm�Bk= � (�il�km � �im�kl)� @@xlBm�Bk= �� @@xiBk�Bk +� @@xkBi�Bk= ~B � ~rBi � @@xi �12 ~B2�= @@xk ��12�ik ~B2 +BkBi�denn @@xk (BkBi) = Bi @@xkBk| {z }=div ~B +Bk @@xkBi) 1�0 �rot ~B�� ~B = �div�mit � = 1�0 �12 ~B21� ~B � ~B�Hierbei ist das dyadische Produkt~B � ~B = 0@ B1B1 B1B2 B1B3B2B1 B2B2 B2B3B3B1 B3B2 B3B3 1Averwendet worden.�div� = 1�0 � ~B � ~r� ~B � 12�0 ~r�~B2� = ~j � ~Bdamit �m d~vdt = �~r�p + 12�0 ~B2�+ 1�0 � ~B � ~r� ~B + �m~gDas Magnetfeld verst�arkt oder vermindert Druckkr�afte!�m d~vdt = �div (p1+�) + �m~g



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 29lokal : Koordinatenachsen sollen ? und k zum Magnetfeld gew�ahlt sein!~B = 0@ 00B 1A = B~ez) � = 12�0 24B21� 20@ 0 0 00 0 00 0 B2 1A35= 12�0 0@ B2 0 00 B2 00 0 �B2 1ASenkrecht zum Feld wird der Druck erh�oht, in z-Richtung wird der Druck ver-mindert.Beispiele:� ~B = B(x)~ezKraftdichte : �~r� )� = 1�0 0@ B(x)2 0 00 B(x)2 00 0 �B(x)2 1A) Kraftdichte = �~ex @@x � 1�0B(x)2�            ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

� ~B = B0~ex +B1 sin(kx)~ezKraftdichte = 1�0B0B1k cos(kx)�~ez � B1B0 sin(kx)~ex�



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 30
            ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Tendenz: Magnetfeldlinien wollen sich ,, gerade biegen " !2.3 Magnetostatik von Sonnen�lamenten@@t2 = 0 ~v = 0X aller Kr�afte = 0) ~0 = �~rp+~j � ~B + �m~g2.3.1 Qualitatives Bild(ohne p)
Stromführende

Schicht

Reale 
Darstellung

ModellvorstellungBlinksx = BrechtsxBlinksz = �Brechtsz



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 31daraus folgt: �div�(x) = 1�0~ezBx @Bz@x= 2 1�0~ezBxBrechtsz �(x)Wenn man f�ur Bz die Stufenfunktion �(x) mit einem Sprung von 2Brechtsz an-setzt.
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theta(x)

Die Ableitung der �-Funktion ist ja bekanntlich die �-Funktion.) Die magnetische Kraft k�onnte in dieser Kon�guration die Schwerkraftkompensieren.2.3.2 Quantitative BetrachtungVoraussetzungen:� ebene Sonnenober�ache =̂ (x; y)-Ebene� Schwerkraft in �~ez-Richtung� alles unabh�angig von y~B = ~B(x; z) und ~A = ~A(x; z)wobei ~A das Vektorpotential ist:rot ~A = ~B@ ~A@y = 0 ) ) ~B = 0@ �@Ay@z@Ax@z � @Az@x@Ay@x 1A� ideales Gas: p = nkbT = �mm kbT� statisches Gleichgewicht:�~rp+~j � ~B � �mg~ez = 0



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 32Man de�niere nun A(x; z) = Ay(x; z)) ~rA = 0@ @A@x0@A@z 1Aliefert schon fast das gew�unschte. Vertauschung der Ableitungen kann man miteinem Kreuzprodukt mit einem Einheitsvektor erreichen:~rA� ~ey = 0@ �@A@z0@A@x 1A~B(x; z) = ~rA � ~ey + ~By(x; z)rot ~B = �0~j )jx = � 1�0 @By@zjz = 1�0 @By@xjy = 1�0 �@Bx@z � @Bz@x �= � 1�0 �@2A@z2 � @2A@x2 �= � 1�0�AGleichgewicht: y-Komponente:p = p(x; z) ) @p@y = 0~0 + �~j � ~B�y +~0 = ~0mit �~j � ~B�y = jzBx � jxBz = 1�0 @By@x Bx + 1�0 @By@z Bz) �Bx @@x +Bz @@z�By = 0) ( ~B � ~r)By = 0Das hei�t, By ist l�angs der Magnetfeldlinien in der x-z-Ebene konstant.A(x; z) = const: sind Magnetfeldlinien, weil0 = dA = @A@x dx+ @A@z dz



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 33) dz(x)dx = �@A@x@A@z = BzBxund damit ist By = By(A) .x-Komponente: �@p@x + jyBz � jzBy = 0mit jz = 1�0 @By@x = 1�0 @By@A @A@xz-Komponente: �@p@z + jxBy � jyBx � �mg = 0mit jy = � 1�0�A Bz = @A@x) x-Komponente: @p@x = � 1�0 ��A+ By dBydA � @A@xz-Komponente: @p@z = � 1�0 ��A+By dBydA � @A@z � �mgW�ahle nun (A; z) als Koordinaten (anstelle von (x; z)), also etwap = p(A; z) = p(A(x; z); z)�@p@x�z = � @p@A�z �@A@x�z�@p@z�x = �@p@z�A + � @p@A�z �@A@z �x�@p@x�z = � 1�0 ��A+By dBydA � @A@xx-Komponente: � @p@A�z = � 1�0 ��A+ dBydA �z-Komponente: �@p@z�A = ��mgmit der idealen Gasgleichung folgt�@p@z�A = �mgkbT p



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 34Man de�niert eine Skalenh�ohe: h = kbTmgso da� �@p@z�A = � 1hpIntegration liefert: p(A; z) = p(A; 0)e� zR0 dz0h(A;z0)= p0(A)e� zR0 dz0h(A;z0)Eingesetzt in die x-Komponente:�A+ By(A)dBydA + �0� @p@A�z = 0erh�alt man eine (hochgradig) nicht lineare elliptische Di�erentialgleichung f�urA(x; z) bei gegebenen p(A; z) und By(A).Einfaches ModellWeitere Annahmen:� T = const ) h = const� By = 0� B-Feld sei unabh�angig von z, d.h. betrachte Bereich mit Ausdehnung �H�ohenausdehnung der Stromschicht.Bx = �@A@z @Bx@z = 0) @2A@z2 = 0) A = a0(x) � b0(x)z(Geradengleichung) Bz = @A@x = da0dx � db0(x)dx zsoll nicht von z abh�angen. Damit folgt@Bz@z = 0 ) db0(x)dx = 0



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 35) A = a0(x) � b0z) z = a0(x)�Ab0d2a0dx2 + �0 dp0(A)dA e� zh = 0) dp0(A)dA eA�a0b0h = f(x)dp0(A)dA = e� Ab0h g(x)0 = e� Ab0h @g(x)@x) @g(x)@x = 0) g(x) = C) p0(A) = p0e� Ab0hDamit ist die Di�erentialgleichung:a000 � �0p0b0h e� a0b0h = 0multipliziert mit a00 ergibt sichddx �12a020 �+ ddx ��0p0e� a0b0h� = 0Integration liefert 12a020 + �0p0e� a0b0h = C2) a00 = ddxa0 = �qC � 2�0p0e� a0b0h) dx = da0�qC � 2�0p0e� a0b0h) x = � Z da0qC � 2�0p0e� a0b0h. . .) a0(x) = 2b0h ln cosh pCx2b0h !!+ b0h ln�2�0p0C �



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 36) p(A; z) )p(x) = B2z (x!1)2�0 1cosh2 �B2z(x!1)2b0h x�mit B2z (x!1) = pC = B1oder genauer Bz = B1 tanh� B12b0hx�Das Magnetfeld und der Druck verhalten sich wie folgt:
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In der Anschauung war dies eine �-Funktion. Die Natur kennt nat�urlich keine�-Funktion, approximiert sie aber.2.4 Tokamak-GleichgewichtAxialsymmetrisches Problem: Koordinaten (�; '; z)div ~B = 0�~rp+~j � ~B = 0~j = 1�0 rot ~BDas Magnetfeld l�a�t sich wie folgt zerlegen:~B = B�(�; z)~e� + Bz(�; z)~ez| {z }meridiales(oder poloidales)Magnetfeld + B'(�; z)~e'| {z }toroidalesMagnetfeld



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 37div ~B = 0 , 1� @@� (�B�)+ @@z Bz = 0 oder @@� (�B�)+ @@z (�Bz) = 0Man kann nun eine Flu�funktion 	 = 	(�; z) einf�uhren, so da� gilt:�B� = �@	@z und �Bz = @	@�oder Bpol = 1� ~r	 � ~e'Der Zusammenhang mit dem Vektorpotential ist:	 = �A' � Bpol = (rot ~A)pol �Stromdichte: j� = � 1�0 @B'@zjz = 1�0 1� @@� (�B')j' = 1�0 �@B�@z � @Bz@� �= 1�0 ��1� @2	@z2 � @@� �1� @	@� ��= � 1�0 1� �@2	@z2 + @2	@�2 � 1� @	@� �~rp = ~j � ~B ) �~B � ~r� p = 0) Der Druck ist l�angs der ~B-Linien konstant, d.h. p = p(	), denn ~Bpol-Liniensind die Linien mit 	 =const.(~rp)' = (~j � ~B)' ) jzB� � j�Bz = 0) B� @@� (�B') + Bz @@z (�B') = 0also � ~B � ~r� (�B') = 0 ) �B' = f(	)dies h�angt zusammen mit dem poloidalen Strom, dennIKreis (z=0) ~B � d~s = 2��B' = �0Ialso �B' = f(	) = �02�I(	)



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 38dpd @	@� = j'Bz � jzB'= � 1�0�2 @	@� �@2	@z2 + @2	@�2 � 1� @	@� �dpd @	@z = j�B' � j'B�= � 1�0�B' dd	 (�B') @	@z � 1�0�2 @	@z �@2	@z2 + @2	@�2 � 1� @	@� �also dpd	 = � 1�0�2 �@2	@z2 + @2	@�2 � 1� @	@� �� �0(2��)2 I(	) dId	oder @2	@z2 + @2	@�2 � 1� @	@� + ��02��2 I(	) dId	 + �0�2 dpd = 0Grad-Shafranov-GleichungDabei sind I(	) und p(	) beliebige Funktionen. Diese Gleichung kann man nurnumerisch l�osen.2.5 Axialsymmetrische, station�are ProblemeAls Beispiele sind Tokamaks mit Plasmastr�omung oder magnetische Sterne mitparalleler Dipol- und Rotationsachse zu nennen.Koordinaten (�; '; z) div ~B = 0 ~j = 1�0 rot ~B�m(~v � ~r)~v = �~rp+~j � ~B � �m ~rVwobei V das Gravitationspotential ist. Weiterhin gilt die Kontinuit�atsgleichungdiv (�m~v) = 0und das Ohmsche-Gesetz f�ur �!1~E + ~v � ~B = 0rot ~E = 0 , ~E = �~r�� Gleichungen f�ur ~E, ~B, ~v, �m und ~j� Axialsymmetrie: @@� = 0



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 39� Stationarit�at: @@t = 0(dies steckt aber schon in den Gleichungen)wie oben gilt div ~B = 0 und ~j = 1�0 rot ~B) ~B = 1� ~r	� ~e' + B'~e'wobei 	 = 	(�; z) und B' = B'(�; z)~j = � 1�0 @B'@z ~e� + 1�0 1� @@� (�B')~ez � 1�0 1� �@2	@z2 + @2	@�2 � 1� @	@� �~e'~E + ~v � ~B = 0'-Komponente: �1� @�@'|{z}=0 +vzB� � v�Bz = 0) vzv� = BzB� ) ~vpolk ~Bpol ) ~vpol = �(�; z) ~BpolOhmsches-Gesetz: ~B � ~E + ~B � (~v � ~B) = 0) ~B � ~r� = 0 ) � = �(	) ) ~Ek~r	~r	 � ~E + ~r	 � �~v � ~B�= ~r	 ���d�d	� ~r	+ ~r	�(~vpol + v'~e')� �~Bpol +B'~e'��= �(~r	)2 d�d	 + ~r	0BBB@�(�; z)1� �~r	 � ~e'�~e'| {z }�~r	 B' + v'~e' � 1� �~r	 � ~e'�1CCCA= �(~r	)2 d�d	|{z}=
(	)+(~r	)2��1��(�; z)B' + 1�v'�= 0) v' = �B' + �
(	)beziehungsweise ~v = �(�; z) ~B + �
(	)~e'



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 40Das hei�t, eine Str�omung l�angs ~B plus einer Bewegung in '-Richtung mit festem
(	). div (�m~v) = 0) div ��m� ~B + �m�
(	)~e'� = 0) div ��m� ~B� = �m� div ~B + �~B � ~r� (�m�) = 0) �m� = F (	)Bewegungsgleichung:�m(~v � ~r)~v = �~rp+~j � ~B � �m ~rVEinsetzen von ~v ergibt��m� ~B � ~r+ �m�
1� @@�� (�B' + �
~e')= F ( ~B�~r) (�B�~e� + �Bz~ez + (�B' + �
)~e')+F
�B� @~e�@' + B' @~e'@' �+�m�
2 @~e'@'Nebenrechnung: ( ~B � ~r)~e� = B' 1� @~e�@'( ~B � ~r)~e' = B' 1� @~e'@'@~e�@' = @@' (cos' ~ex + sin' ~ey) = �sin' ~ex + cos '~ey = ~e'@~e'@' = �~e��m(~v � ~r)~v = F ��� ~B � ~r� (�B�)� (�B' + �
)B' 1� �
B' � �m�F 
2�~e�+� ~B � ~r� (�Bz)~ez+ ��B�B' 1� + �~B � ~r� (�B' + �
) + 
B��~e'�'-KomponenteF ��B�B' 1� + � ~B � ~r� (�B' + �
) + 
B�� = jzB� � j�Bz= 1�0� �~B � ~r� (�B')= F 1� �~B � ~r����B' + �2
�= 1� � ~B � ~r� ����B' + �2
�F �



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 41� ~B � ~r� ��B' � �0F ���B' + �2
�� = 0) [: : :] = G(	)�B' �1� �0F 2�m� = G(	) + �0�2
(	)F (	)Das ist ein algebraischer Zusammenhang zwischen B' und �m, also keine Dif-ferentialgleichung. Kritischer Punkt:1� �0F 2�m = 01� �0�m�2B2polB2pol = 01� �0 �mB2pol v2pol = 0B2pol�0�m = v2AKritisch: vpol = v2AKomponente in Richtung von ~B~Bpol � �~v � ~r�~v = �B� � ~B � ~r� (�B�) + �Bz � ~B � ~r� (�Bz)��2B2'B�� � �
2B� � 2�
B'B�= � 1�m �~B � ~r� p+��~r � ~B�V +1�mB� (j'Bz � jzB') + 1�mBz (j�B' � j'B�)| {z }1�mB'(j�Bz�jzB�)�~B � ~r��12�2B2pol�� �2B2'B�� � �
2B� � 2�
B'B�= � 1�m �~B � ~r�p � �~B � ~r�V � ��B' � ~B � ~r� ���B' + �2
�= ��B' � ~B � ~r� (�B') � ��B2'B�
� �~B � ~r��12�2B2'�� 2�B'B�
Man kann nun eine Zustandsgleichung der Form p = c�m einsetzen.�~B � ~r��12�2 ~B2 + 12�2 c � 1��1m + V�� �
2B�| {z }12 (~B�~r)(
2�2) = 0�12�2 ~B2 � 12�2
2 + c � 1��1m + V� = E(	)



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 42Mit � = F�m �B' = G(	) + �0�2
F1� �0 F2�m ~Bpol = 1� ~r	 � ~e'folgt12�2 �~r	�2 1�2m + F 22�2 �G(	) + �0�2
F�m � �0F �2 � �2
22 + c��1m � 1 + V = E(	)Sind E, F , G, 
, (~r )2 gegeben, so hat man eine algebraische Gleichung f�ur�m.Spezialfall: Keine Rotation, d.h. v' = 0 und 
 = 0 ) B' = 0 undG = 0 12F 2 1�2 (~r )2 1�2m + c � 1��1m + V = E
rho

1___

~rho2
m rhom

gamma-1

supersonischer Bereich subsonischer Bereich

m,0

E(x)

Minimum bei �m0: �F 2 1�2 (~r	)2 1�2m0 + c��2m0 = 0�+1m0 = F 2c�2 (~r	)2= �2m�2c ~B2pol= �2m~vpolc= �+1m ~v2polv2s) � �m�m0�+1 = � vsvpol�2�m0 trennt Unter- und �Uberschallbereich.



KAPITEL 2. MAGNETOHYDRODYNAMIK 43Komponente in Richtung von ~r	.~r	 � (~v � ~r)~v= �@	@�  �( ~B � ~r)����1� @	@z �+ �( ~B � ~r)B� � �B2'� � 2
B' � ��
2!+�@	@z �1� @	@� ( ~B � ~r)�+ �( ~B � ~r)Bz�= �1� @	@� (�B' + �
)2 + �2@	@� 1� �@	@z @@� �1� @	@z �� @	@� @@z �1� @	@z ��+�2 @	@z 1� ��@	@z @@� �1� @	@� �+ @	@� @@z �1� @	@� ��= �1� @	@� (�B' + �
)2 + �2�2 �@	@� @	@z � @2	@�@z � 1� @	@z �� �@	@� �2 @2	@z2 � �@	@z �2�@2	@�2 � 1� @	@� �+ @	@� @	@z @2	@�@z!= �1� @	@� (�B' + �
)2 + �2�2  �@	@z �2 @2	@�2 � 2@	@� @	@z @2	@�@z +�@	@� �2 @2	@z2 != 1�m �@	@� �j' 1� @	@� � jzB��+ @	@z �j�B' + j' 1� @	@z ���~r	 � ~rV � 1�m ~r	 � ~rpwobeif: : :g = �(~r	)2 1�2�0 �@2	@z2 + @2	@�2 � 1� @	@� �� 1�0�B'(~r	) � ~r(�B')�m�0 � : : :0 = � (~r	)2 1�2�0 �@2	@z2 + @2	@�2 � 1� @	@� �� �0 F 2�m�2  �@	@z �2 @2	@�2 � 2@	@� @	@z @2	@�@z + �@	@� �2 @2	@z2 !� 1�0�B'(~r	) � ~r(�B') � �0 �m� @	@� (�B' + �
)2+ �0~r	 � ~rp+ �0�m ~r	 � ~rVp = c(	)�m�m = �m(�; z;	; (~r	)2) B' = B (�; z;	; (~r	)2)Diese Rechnung hat gezeigt, das mit physikalisch einfachen Gegebenheitenund vielen simplen mathematischen Umformungen Formeln entstehen, derenL�osung, wenn �uberhaupt, nur in den aller einfachsten Spezialf�allen m�oglich ist.



Anhang AVektor-Identit�aten~A � ( ~B � ~C) = ~B � (~C � ~A) = ~C � ( ~A� ~B) = (A �B �C)~A� ( ~B � ~C) = ~B( ~A � ~C)� ~C( ~A � ~B)( ~A � ~B) � (~C � ~D) = ( ~A � ~C)( ~B � ~D)� ( ~A � ~D)( ~B � ~C)( ~A� ~B)� (~C� ~D) = ( ~A� ~B � ~D)~C� ( ~A� ~B � ~C)D = ( ~A� ~C � ~D) ~B� ( ~B � ~C � ~D) ~A~r � (� ~A) = ~A � ~r� +�~r � ~A~r� (� ~A) = ~r�� ~A+�~r� ~A~A� (~r� ~B) = ~r( ~A � ~B)� ( ~A � ~r) ~B � ( ~B � ~r) ~A � ~B � (~r� ~A)( ~A � ~r) ~A = ~r(12 ~A2) � ~A� (~r� ~A)~r � ( ~A � ~B) = ~B � (~r� ~A) � ~A � (~r� ~B)~r� ( ~A � ~B) = ~A(~r � ~B)� ~B~r � ~A+ ( ~B � ~r) ~A� ( ~A � ~r) ~B~r� (( ~A � ~r) ~A) = ( ~A � ~r)(~r� ~A) + (~r � ~A)(~r� ~A) � ((~r� ~A) � ~r) ~A~r� ~r� ~A = ~r(~r � ~A)� (~r � ~r) ~A~r� ~r� = 0~r � (~r� ~A) = 044



Anhang BZylinder-Koordinaten�� = 1r @@r �r@�@r �+ 1r2 @2�@#2 + @2�@z2~r � ~A = 1r @@r (rAr) + 1r @@#A# + @@zAz~r� ~A = �1r @Az@# � @A#@z �~er + �@Ar@z � @Az@r �~e# +�1r 1@r (rA#)� 1r @Ar@# �~ez� ~A = ��Ar � 1r2 �Ar + 2@A#@# ��~er+��A# � 1r2 �A# � 2@Ar@# ��~e#+�Az~ez
45
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